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2 ??
???????????????????????? x ∈ Rd?????〈x〉 := (1+ |x|2)1/2????
Hd−1 ?????(d − 1)?? Hausdorff??????Rd ????? B ?????1B ?????B
??????????????
1B(x) :=
{
1, x ∈ B,
0, x ̸∈ B.
????∂B ?????Rd ???? B ???????
2.1 ???????
??K > 0?????f ∈ L2(Rd)? f = f1 + 1B · f2 ?????????K ?????????
???????B ???????????????????
Hd−1(∂B) ≤ K
?????? fj ∈ L2(Rd) ∩ C1(Rd)?????
sup
x∈Rd
〈x〉d|∇fj(x)| ≤ K.
?????????K > 0?B, f1, f2????????????????K > 0?????CKCART(Rd)
???????K ?????????????????????
CKCART(Rd) :=
{
f := f1 + 1B · f2 | fj ∈ L
2(Rd) ∩ C1(Rd), supx∈Rd〈x〉d|∇fj(x)| ≤ K,
B ??????????????????, Hd−1(∂B) ≤ K
}
.
????CKCART(Rd)???? B ? f ?????????????????
2.2 ?????????????????????
[7]??????????????????????????????module-sequence Ω := {(Ψn,Mn, Rn)}∞n=1
???????????????? (Ψn,Mn, Rn)??????????
• Ψn := {anλn}λn∈Λn ⊂ L2(Rd) ∩ L1(Rd), Λn ⊂ Z???????????????????
Bn ≥ 0????????? f ∈ L2(Rd)?????∑
λn∈Λn
‖f ∗ anλn‖2 ≤ Bn‖f‖2.
• Mn ? L2(Rd)?? L2(Rd)??????????????
– f = 0????Mnf = 0.
– ??Ln ≥ 0????????? f, g ∈ L2(Rd)?????‖Mnf−Mng‖L2 ≤ Ln‖f−g‖L2 .
• ?sub-sampling factor?Rn ≥ 1.
• ???????max{Bn, BnL2n} ≤ 1.
?????q = (λ1, . . . , λn) ∈ Λ1 × · · · × Λn =: Λn1 ?????
U [q]f := U [(λ1, . . . , λn)]f := (
n∏
j=1
Uj [λj ])f
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????????
Un[λn]f(·) := Rdn(Mn(f ∗ anλn))(Rn·)
???????? n ∈ N?????{anλn}λn∈Λn ??????????χn−1 := anλ∗n ???????
????????Λn \ {λ∗n}? Λn ????????Layn(f) := {Un[q]f ∗ χn−1}q∈Λn1 ∈ L2(Rd)Λ
n
1
? Ω??? f ?? n????????ΦΩ(f) := {Layn(f)}∞n=0 ∈
∏∞
n=0 L
2(Rd)Λn1 ? Ω??? f ?
???????
3 ???
τ ∈ C1(Rd;Rd)?????τ ??? deformation Fτ : L2(Rd) → L2(Rd)? Fτ (f)(·) := f(· + τ(·))
????????
?? 1 ???K > 0???????????? CK ≥ 0????????? f ∈ CKCART(Rd)??
?? τ ∈ C1(Rd;Rd)?????
‖Fτ (f)− f‖2 ≤ CK(‖τ‖∞ + ‖τ‖1/2∞ ) (1)
??????
?? ???????????
?? 2 ????????? module-sequence Ω := {(Ψn,Mn, Rn)}∞n=1 ????????????
???????? K > 0????? ????? ΦΩ ???????????? CKCART(Rd)??
deformation Fτ ??????????????????K > 0???????????Ω????
????? CK ≥ 0????????? τ ∈ C1(Rd;Rd)???? f ∈ CKCART(Rd)????????
‖ΦΩ(Fτ (f))− ΦΩ(f)‖∗ ≤ CK(‖τ‖∞ + ‖τ‖
1
2∞)
??????????g := {{gq}q∈Λn1 }∞n=0 ∈
∏∞
n=0 L
2(Rd)Λn1 ?????‖g‖∗ :=
(∑∞
n=0
∑
q∈Λn1 ‖gq‖
2
2
)1/2
????
?? ΦΩ???? ([5])???‖ΦΩ(Fτ (f))−ΦΩ(f)‖∗ ≤ ‖Fτ (f)− f‖2??????????(1)?
????????????
3.1 ???
?????????????????????????????? deformation stability????
?????????????????Theorem 1, [7] ?????? τ ???
• ‖τ‖∞ < 12 ,
• ‖∇τ‖∞ < 12d
???????????
4 ?????????
f = f1 + 1B · f2 ∈ CKCART(Rd)?????????????fj − Fτ (fj), j = 1, 2? Fτ (1B)− 1B ?
????????
‖Fτ (f)− f‖2 ≤ KD‖τ‖∞, (2)
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‖Fτ (1B)− 1B‖2 ≤ (2Hd−1(∂B))1/2‖τ‖∞ (3)
???????????????????D > 0? f ? τ ??????????????????
??????????????????????????????????
Fτ (f)− f = Fτ (f1 + 1B · f2)− (f1 + 1B · f2)
= (Fτ (f1)− f1) + (Fτ (1B) · Fτ (f2)− 1B · Fτ (f2)) + (1B · Fτ (f2)− 1B · f2)
= (Fτ (f1)− f1) + (Fτ (1B)− 1B) · Fτ (f2) + 1B · (Fτ (f2)− f2)
?????????????????Fτ (1B · f2) = Fτ (1B) · Fτ (f2)??????????????
?? Cauchy—Schwarz???????
‖Fτ (f)− f‖2 ≤ ‖Fτ (f1)− f1‖2 + ‖Fτ (1B)− 1B‖2‖Fτ (f2)‖∞ + ‖1B · (Fτ (f2)− f2)‖2
????fj ∈ CKCART(Rd), j = 1, 2?????? (2)?(3)???????
‖Fτ (f1)− f1‖2 + ‖Fτ (1B)− 1B‖2‖Fτ (f2)‖∞ + ‖1B · (Fτ (f2)− f2)‖2
≤ 2KD‖τ‖∞ +
√
2K3/2‖τ‖1/2∞
≤ max{2DK,
√
2K3/2}(‖τ‖∞ + ‖τ‖1/2∞ )
????CK := max{2DK,
√
2K3/2}?????????? (1)????
??????? (2),(3)??????
???? 3 f ∈ L2(Rd) ∩ C1(Rd)?????
sup
x∈Rd
〈x〉d|∇f(x)| =: C <∞
??????????τ : Rd → Rd ?????????
‖Fτ (f)− f‖2 ≤ CD‖τ‖∞
??????????D > 0? f ????????????
?? ??????? f ????????
|f(x+ τ(x))− f(x)| ≤ |τ(x)| sup
|x−y|≤‖τ‖∞
|∇f(y)|
≤ |τ(x)| sup
|x−y|≤‖τ‖∞
〈y〉−d
≤ C|τ(x)|h(x)
????????
h(x) =
{
1, |x| < ‖τ‖∞
(1 + (|x| − ‖τ‖∞)2)−d/2, |x| ≥ ‖τ‖∞
?????????????????????????
‖Fτ (f)− f‖2 ≤ C‖τ‖∞
(∫
Rd
|h(x)|2dx
)1/2
=: CD‖τ‖∞.
???? 4 B ⊂ Rd ???????????????????????????
‖Fτ (1B)− 1B‖2 ≤ (2Hd−1(∂B))1/2‖τ‖∞
??????
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?? h(x) := 1B(x+ τ(x))− 1B(x)?????
h(x) =
{
1, x ∈ S,
0, x ̸∈ S.
????????S := {x ∈ B, x+ τ(x) ̸∈ B} ∪ {x ̸∈ B, x+ τ(x) ∈ B}????????
‖Fτ (1B)− 1B‖22 =
∫
Rd
|h(x)|2dx ≤
∫
S
1dx.
????S ⊂ ∂B + {|x| ≤ ‖τ‖∞}????∫
S
1dx ≤
∫
∂B+{|x|≤‖τ‖∞}
1dx ≤ 2Hd−1(∂B)‖τ‖∞.
????
‖Fτ (1B)− 1B‖2 ≤
√
2Hd−1(∂B)1/2‖τ‖1/2∞ .
????
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